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Взаимодействие гибкой 
колесной пары и рельсов 
с волнообразным износом
железнодорожный путь представ-ляет собой периодическую структуру с периодом, равным 
шагу шпал. Колебания высокой частоты 
возникают, когда поезд движется с высокой 
скоростью по рельсам с короткими волна-
ми на поверхностях катания. В этом случае 
изменения силы взаимодействия колеса 
и рельса на длине волны велики и сравни-
мы со статической нагрузкой на колесо.
Если рассматривается качение колеса 
заданного радиуса по рельсу с волнами 
на поверхности катания, то тогда точка 
касания колеса и рельса попеременно ока-
зывается впереди или позади центра дви-
жущегося колеса, а траектория центра 
колеса отличается от вертикального про-
филя рельса [1–4]. Учет радиуса колеса 
приводит к появлению гармоник высшего 
порядка в траектории его центра, а отсюда 
и в силе взаимодействия колеса и рельса. 
Гармоники высшего порядка появляются 
и когда учитывается периодическая струк-
тура железнодорожного пути.
Высокочастотные колебания пути по-
рождают в рельсах короткие волны и, 
следовательно, значительные деформации 
сдвига. Поэтому рельс может идентифици-
роваться как балка Тимошенко. Частота 
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колебаний пути превосходит низшую ча-
стоту собственных изгибных колебаний 
колесной пары с буксами. Значит, изгиб 
оси колесной должен приниматься во вни-
мание, а неподрессоренная масса представ-
ляться как многомассовая система.
КаЧЕнИЕ КОлЕСа ПО ВОлнИСТОй 
ПОВЕРхнОСТИ
Будем рассматривать поверхность ката-
ния рельса как недеформируемую волни-
стую цилиндрическую поверхность, пока-
занную на рис. 1. Каждое колесо – как 
круглый цилиндр, ось которого параллель-
на образующей цилиндрической поверхно-
сти катания рельса. Кроме того, примем 
в расчет,  что поверхности катания имеют 
одинаковый вертикальный профиль 1, 
определяемый формулой
h x a
x
( ) cos= − 0
2pi
λ
, 
tgα
pi
λ
pi
λ
= ′ =h x
a x
( ) sin
2 20 ,  (1)
где a0 , λ  и α  обозначают амплитуду, дли-
ну волны и угол уклона профиля. В этом 
случае вертикальные колебания обоих 
колес одинаковы. Возьмем в качестве ис-
ходного случая качение без отрыва от рель-
са одного твердого круглого колеса радиу-
са r0  под действием статического груза p0 .
Кривизна вертикального профиля рель-
са достигает наибольшего значения во впа-
дине и на вершине профиля. Наименьший 
радиус  кривизны равен величине 
r a1
2
02= ( / ( ))λ pi . Обозначим xc  и αc  про-
дольную координату и угол уклона профи-
ля в точке касания колеса и рельса. Про-
дольная и вертикальная координаты центра 
колеса x0  и y0  обозначены на рис. 1 и 2 
и вычисляются при помощи формул:
x x rc c0 0= − sinα ; y h x rc c0 0= +( ) cosα .  (2)
Кривая 2 на рис. 1 и 2 изображает тра-
екторию центра колеса, которая отличает-
ся от вертикального профиля рельса 1. 
Кривизна траектории достигает наиболь-
шего значения во впадине. Наименьшее 
значение радиуса равно r r1 0− .
Благодаря инерции центр колеса дви-
жется в продольном направлении с посто-
янной скоростью v0 , и следовательно, его 
продольная координата x v t0 0=  увеличи-
вается равномерно. Однако продольная 
координата xc  точки касания колеса 
и рельса растет неравномерно. Если время 
t  увеличивается на λ / v0 , то обе коорди-
наты xc  и x0  возрастают на величину λ . 
При этом вертикальная координата центра 
колеса y0  сохраняет свое значение.
Угол наклона профиля в точке контакта 
αc  зависит от амплитуды a0 . Эта нелиней-
ная зависимость исследовалась в [7] при 
помощи численного метода. Взяв эту ам-
плитуду как малую величину, получим 
линейное применительно к a0  выражение
y0 = + −
( )
=−∞
+∞
∑r a R a
R
J nR
n
n
n
0
0 0
24
exp
i2pi
λ
nv t0




 , 
R
r
r
= 0
1
  (3)
для вычисления высоты центра колеса 
относительно нейтральной линии твердого 
волнистого профиля [2–4]. Это выражение 
содержит функции Бесселя первого рода 
J zn ( )  [8]. Если амплитуда a0  мала, то без-
размерная величина R  также является 
малой.
Обозначим p  давление колеса на рельс. 
Вычислим статическое приближение χ  
центра колеса к рельсу, вызванное дефор-
мацией в пятне контакта под действием 
давления колеса на рельс. С целью упро-
щения дальнейших вычислений и устране-
ния некоторых трудностей, связанных 
с плоской контактной механикой (см. [9], 
Chapter  42  «Сontac t  p rob lems’  by 
J. L. Lubkin), будем рассматривать колесо 
как упругий круглый цилиндр с радиусом 
r0 , катящийся без отрыва по твердой ци-
линдрической поверхности с вертикаль-
ным профилем, определяемым равенством 
(1). Длина цилиндра d  устанавливается 
Рис. 1.
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в дальнейшем. Такой подход дает следую-
щее (здесь E и ν  – модуль упругости и ко-
эффициент Пуассона):
χ
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
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Величина re  обозначает эффективный 
радиус кривизны в точке касания колеса 
и рельса. Эта величина изменяется перио-
дически и зависит от амплитуды и длины 
волны на поверхности катания рельса. 
Причем модуль упругости E уменьшается 
вдвое, а величина dE  выбирается так, 
чтобы линейная контактная жесткость kc , 
вычисленная при p p= 0  и r re = 0  (т. е. для 
гладкого рельса), была бы равна 1,4×109 
Н/м. Подобная линейная контактная жест-
кость определяется выражением
1
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Умножая равенство (5) на p  и вычитая 
их произведение из равенства (4), получим
χ
ν
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− = −
−
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Безразмерная эффективная кривизна 
в точке касания колеса и рельса r re0  тоже 
периодически изменяется. Ее период равен 
величине λ . Это означает, что имеет место 
следующее разложение Фурье [4]:
ln
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cos10
, n ≥1 .
В данном случае безразмерный пара-
метр R  принимается за малую величину. 
Отбросим все другие малые величины, чей 
порядок выше, чем порядок этой. Тогда 
вычисление двух представленных интегра-
лов приводит к таким результатам:
R0 0= , R R1 2= − / , R k2 1 0+ = , 
R R kk2
22 4 1= − −/ ( ) ,
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Давление p  колеса на недеформируе-
мый рельс с волнообразным износом зави-
сит от времени t и регулярно изменяется 
периодически с периодом λ / v0 . Предста-
вим величину p  в виде ряда Фурье, имею-
щего неизвестные безразмерные коэффи-
циенты Fk :
p p= 0 F
kv t
k
k =−∞
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
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exp
i2pi
λ
0 .  (7)
Умножая разложения (6) и (7), а затем 
подставляя n k−  вместо n , получим
p
r
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Следующая безразмерная периодиче-
ская функция времени t  может быть пред-
ставлена в виде ряда Фурье с безразмерны-
ми коэффициентами Pn , зависящими 
от неизвестных коэффициентов Fk :
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Приведенное разложение демонстриру-
ет нелинейные контактные эффекты. 
Приближение центра колеса к рельсу χ  
теперь записывается в виде
χ = 





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
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=−∞
+∞
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  (9)
ПЕРИОдИЧЕСКая МОдЕль ПуТИ
Движение нагруженной колесной пары 
с периодически меняющейся жесткостью 
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приводит к параметрическим колебаниям 
как колесной пары, так и рельсового пути. 
Эти колебания накладываются на выну-
жденные колебания, вызванные волноо-
бразным износом рельсов с длиной волны 
λ . Будем предполагать, что безразмерное 
отношение L l= λ , равное отношению 
шага шпал и длины волны износа рельса, 
является целым числом. В этом случае шаг 
шпал l  остается периодом структуры.
Если принимать рельс как балку Тимо-
шенко с изгибной жесткостью EJ, величи-
ны ρ 0  и ′k GA  станут отражением линей-
ной плотности и жесткости сдвига балки. 
G  обозначает модуль сдвига, а A  – пло-
щадь поперечного сечения балки.
Модель железнодорожного пути, вклю-
чающая в себя упругую прокладку между 
шпалой и рельсом [4,10], показана на рис. 2. 
Такая прокладка имеет жесткость u lp  
и вязкое сопротивление r lp . Половина 
шпалы представляется сосредоточенной 
массой ρ1l , которая опирается на пружину 
с жесткостью u lb  и параллельное ей вязкое 
сопротивление r lb . Пружина и вязкое со-
противление определяют механические 
свойства балласта. Величины ρ1 , up , rp , 
ub  и rb  относятся к однородной модели 
железнодорожного пути.
Возьмем установившиеся вертикальные 
колебания колесной пары, движущейся 
вдоль пути с постоянной скоростью v0 . 
В этом и следующем разделах величина 
f tc( )  обозначает периодическую силу 
в точке касания колеса и рельса. Величина 
имеет период l v/ 0  и действует на колесо 
и рельс в противоположных направлениях. 
Положительные направления f tc( )  пока-
заны на рис. 2.
Можно предположить, что сила f tc( )  
приложена к центру колеса и точке цен-
тральной линии рельса с вертикальной 
координатой h0 . Тогда продольная коор-
дината этой точки:
x x x x h r rc1 0 0 0 0 0= + − +( )( ) . 
Будем считать, что разность x x1 0−  
мала и может быть отброшена. Принимая 
во внимание равенство (7), представим 
вертикальную составляющую f t p( ) = −  
силы f tc( )  в виде ряда Фурье:
f t( ) = − p0 F
nv t
lnn=−∞
+∞
∑ 




exp
i2pi 0 .  (10)
Обозначим y x t( , )  направленное вверх 
вертикальное смещение рельса. Пусть про-
дольная координата x = 0  соответствует 
центру шпалы. Предположим, что рельс 
действует на шпалу в точке x = 0 направ-
ленной вверх вертикальной силой k t( ) . 
Согласно [4, 5], эта сила и вертикальное 
смещение рельса над шпалой удовлетворя-
ют равенству:
u u r r
t t
k tb p b p+ + +( ) +
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∂
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

u u u r u r
t
u r r
tb p b p p b p b p
ρ1
2
2
+
∂
∂


ρ1
3
3
0r
t
ly tp ( , ) .  (11)
Следующее уравнение с частными про-
изводными определяет направленное вверх 
смещение рельса y x t( , )  под действием 
направленной вверх силы f t( ) :
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∂
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∂ ∂
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∂
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ρ 0
2
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J
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y x t
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∂
∂
−
∂
∂





 −1
0
2
2
2
2
2 0
ρ
δ
J
k GA t
EJ
k GA x
f t x v t
' '
( ) ( ) .
  (12)
Сила f t( )  равномерно движется вдоль 
рельса со скоростью v0 . Функция Дирака 
δ ( )x v t− 0  отражает текущее положение 
этой силы.
Любое численное решение уравнения 
(12) предполагает, что длина пути является 
некоторой конечной, но достаточно боль-
шой величиной h . Пусть начало отрезка 
пути соответствует точке x = 0 , а его ко-
нец – точке x h= . Обычно считают, что 
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начало и конец отрезка пути закреплены. 
То есть на границах отрезка задаются нуле-
вые условия: y t y h t( , ) ( , )0 0= = .
Пусть сила f t( )  находится вблизи сере-
дины рассматриваемого отрезка пути h . Ее 
движение возбуждает неустановившиеся 
колебания в рельсах, а порождаемые при 
этом волны отражаются от начала и конца 
отрезка. Причем длина h  выбирается так, 
чтобы отраженные волны не влияли на ко-
лебания рельсов вблизи силы f t( ) . Поэто-
му величина h  оказывается значительной, 
и данное обстоятельство приводит к боль-
шому объему вычислений.
Объем вычислений можно существенно 
сократить, если разложить функцию y x t( , )  
в ряд по собственным формам колебаний. 
Другой способ предложил B. Ripke [11]. Он 
приравнял друг другу значения функции 
на границах отрезка пути, заменил упомя-
нутые ранее условия на условие периодич-
ности y t y h t( , ) ( , )0 = .  
В монографии [11] исследовано еще 
одно граничное условие периодичности, 
записанное в виде y h t y t( , ) ( , )= − 0 .  
Оба условия периодичности показыва-
ют, что функцию y x t( , )  можно разложить 
в ряд Фурье, записать в виде линейных 
однородных равенств y h t y t( , ) ( , ) 0 0= , 
которые подразделяются в ряд по собст-
венным формам колебаний. Таким обра-
зом, оба способа разложения функции 
y x t( , )  в ряд Фурье и ряд по собственным 
формам колебаний тождественны.
Вторая расчетная схема оказывается 
более эффективной. С целью облегчения 
дальнейших вычислений рассмотрим бес-
конечный ряд одинаковых колесных пар, 
движущихся без отрыва по рельсам с вол-
нами на поверхностях катания. Они дви-
жутся с одной и той же постоянной скоро-
стью v0  и одинаковым шагом h Hl= , где 
H  – целое число. Если шаг h  достаточно 
велик, то колесные пары не взаимодейст-
вуют друг с другом и каждая из них может 
оцениваться как единственная. По сути, 
шаг h  показывает, насколько далеко рас-
пространяются волны в рельсе.
Соседние колеса нагружены противо-
положно направленными вертикальными 
силами p0  (см. рис 3). Поэтому они испы-
тывают установившиеся вертикальные 
колебания, противоположные друг другу 
[5, 6]. Эти колебания удовлетворяют по-
следнему условию периодичности.
Реакция шпалы приводится к единст-
венной вертикальной силе. Поэтому цен-
тральная ось балки имеет излом в точке 
приложения этой силы, а уклон оси 
∂ ∂y x t x( , ) /  и его частные производные 
второго порядка по времени t  и продоль-
ной координате x  испытывают разрывы. 
Разрыв в частной производной второго 
порядка существенен, если иметь в виду 
высокочастотные колебания [5, 6].
Чтобы поставить краевую задачу на от-
резке 0 ≤ x ≤ l для уравнения с частными 
производными (12), необходимо принять 
во внимание величины слева от начала 
отрезка x = 0 и справа от его конца x = l. 
С учетом этого получим следующие гра-
ничные условия:
∂ +
∂
j
j
y l t l v
x
( , / )0 =
∂
∂
j
j
y t
x
( , )0
,  j = 0, 2;
∂ +
∂
y l t l v
x
( , / )0 =
∂
∂
y t
x
( , )0
−
k t
k GA
( )
'
;
∂ +
∂
3
0
3
y l t l v
x
( , / )
=
∂
∂
3
3
0y t
x
( , )
+
k t
EJ
( )
Рис. 2.
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−
( )
ρ 0
2
2 2
d
d
k t
k GA t
( )
'
.
Последнее слагаемое в последнем гра-
ничном условии берет во внимание упомя-
нутую частную производную второго по-
рядка по времени t . Это слагаемое было 
опущено в работах [5, 6].
Пусть величины y x tn( , )  обозначают 
поперечное отклонение рельса, вызванное 
нагрузкой
q x t
nv t
l
x v tn( , ) exp ( )=





 −
i2pi
δ0 0 ,
и удовлетворяют предшествующим 
однородным граничным условиям. Тогда
y x t p F y x tn n
n
( , ) ( , )= −
=−∞
+∞
∑0 .  (13)
Перейдем к другим безразмерным пе-
ременным: времени T = v t0 /l и продольной 
координате X x l= / . Заметим, что безраз-
мерная продольная координата, соответ-
ствующая центру колеса X x l0 0= =/ v t0 /l, 
совпадает с T. Кроме того, учтем, что 
δ ( ( ))l X T−  = δ ( ) /X T l−  и δ ( )X T−  = 
δ ( )T X− . Тогда безразмерная величина 
Y X Tn( , ) = y x t ln( , ) /  удовлетворяет усло-
вию периодичности в схеме Мёбиуса:
Y X T Hn( , )+ = −Y X Tn( , ) .
Решение краевой задачи приводит 
к следующим результатам:
Y X T C X Tn s n s
s
( , ) ( )exp,= ( )
=−∞
+∞
∑ iΦ   
Φ s
s
H
=
−pi( )2 1
,  (14)
C X
A
H
X
J N X
s n
s n
s s
,
,( )
exp
( ) ( , )
=
( ) −





0
iΦ
Φ Φ
Ps n, ,
Q X s( , )Φ =
=
+ −
+
−( ) + − ( )
1
2
2
2
1
2
2
2
1
1
1
1
ψ σ
σ σ
σ σ
σ
( )
( )
sinh ( ) exp( )sinh
(co
Γ
ΦX i
s
X
s cosh )Φ
s
−
−
σ
1
−
+ +
+
−( ) + − ( )
1
2
1
1
2
1
2
2
2
2 2
2
ψ σ
σ σ
σ σ
σ
( )
( )
( ) exp( )
(cos
Γ
Φ
Φ
sin i sinX Xs
s −
=
cosσ 2 )
= ( )exp iΦ s X P nXs n
n
, exp( )
=−∞
+∞
∑ i2pi , 
ψ =
EJ
k GAl' 2
,
2s
2,1
2 = ((B – G) 2–4A) 1/ 2 ± (B + G),
Ps n
s n
s n s n
,
,
, ,
( )
( )
=
+ −
− + + −
1 2
4 2
ψ Φ Β
Φ Β Γ Φ ΒΓ Α
, 
Φ Φs n s n, = − 2pi ,
Α
Φ
Β
Φ
Γ
Φ
= = =
ρ ρ ρ0 0
2 2 2
0 0
2 2
0 0
2 2v l
EJ
v
EA
v
k GA
s s s, ,
'
J
K D
K Ds
s s
s s
( )
( ) ( )
( ) ( )
Φ
Φ Φ
Φ Φ
=
+
, D s( )Φ =
1
0Q s( , )Φ
,
K
K K K K
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s s s
s s
( )Φ
Φ Φ Φ
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i i
i
3
3
2
2 1 0
2
2 1 1
,
K
u u l
u u EJ
p b
p b
0
4
=
+( ) , 
K
u r r u v l
u u EJ
p b p b
p b
1
0
3
=
+( )
+( ) , 
Рис. 3. 
12
•МИР ТРанСПОРТа 02’13
K
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=
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p
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3
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3
=
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ρ
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Отметим, что введение полных гранич-
ных условий упрощает решение краевой 
задачи. Подставляя приведенные выраже-
ния в равенство (14) и изменяя порядок 
суммирования, получим
Y X T A mX W m n T Xn
m
( , ) exp ) ( , , )= −
=−∞
+∞
∑0 2(i pi , 
A
p l
EJ0
0
2
= ;
W m nT X( , , )− =
−
=−∞
+∞
∑1
H
J Ps s m
s
( ) ,Φ Ps n,
exp ( ) ,iΦ s T X m n−( ) ≠ ;
W n n T X( , , )−
= −( ) −( )
=−∞
+∞
∑1 1
H
J P P T Xs s n
s
s n s( ) exp ( ), ,Φ Φi . 
 (15)
Величины X и T – произвольные числа. 
Равенство X T=  соответствует точке каса-
ния колеса и рельса. Разделим равенство (13) 
на l и подставим в него величину Y X Tn( , ) , 
выраженную при помощи равенств (16). 
Далее, заменяя X на T, получим выражение 
для безразмерного вертикального смещения 
рельса в точке его касания с колесом:
y v t t
l
A
mv t
l
F W m n
m
n
n
( , )
exp ( , , )
0
0
0 0
=
− 





=−∞
+∞
=−∞
+∞
∑ ∑i2pi .  (16)
гИбКая КОлёСная ПаРа
Если колесная пара движется без отры-
ва по рельсам с одинаковыми волнами 
на поверхностях катания, то только сим-
метричный изгиб ее оси следует принимать 
во внимание. Будем предполагать, что 
неподрессоренная масса m0 , приходяща-
яся на одно колесо, состоит из трех масс 
mw , ma  и mb , показанных на рис. 4 и отне-
сенных к колесу, оси и буксе. Эти массы 
сопряжены друг с другом при помощи од-
нородной невесомой оси с изгибной жест-
костью EJa .
Система, состоящая из пяти масс, име-
ет две частоты свободных колебаний, ко-
торые соответствуют собственным часто-
там первой и второй симметричных изгиб-
ных мод колесной пары, связанной с бук-
сами [1, 12]. Если скорость движения ко-
лесной пары v0  достаточно мала, то отве-
чающая ей частота прохождения волн 
на поверхностях катания рельсов оказыва-
ется меньше низшей собственной частоты 
симметричных изгибных колебаний коле-
сной пары. В этом случае изгиб ее оси не-
велик и она совершает вертикальные коле-
бания как твердое тело. Если частота про-
хождения волн оказывается больше собст-
венной частоты первой симметричной 
изгибной моды колесной пары, то на вер-
тикальные ее колебания накладываются 
и изгибные.
Обозначим y x( )  вертикальное стати-
ческое смещение оси колесной пары из со-
стояния равновесия, а yw , ya  и yb  – сме-
щения, отнесенные к колесу, середине оси 
и буксе. Эти смещения линейно зависят 
от сил, которые приложены к упомянутым 
массам на рис.  6.  Таким образом: 
y y f fw a− = +1 11 2 12δ δ ; y y f fb a− = +1 21 2 22δ δ .
Четыре упругих коэффициента δ11 , 
δ δ12 21=  и δ22  зависят от размеров оси. 
В модели колесной пары на рис. 4 они 
определяются выражениями:
δ11
3
3
=
a
EJa
, δ δ12 21
2 2 3
6
= =
+( )a a b
EJa
, 
δ22
3
3
=
+( )a b
EJa
.
Размеры a  и b  присутствуют на рисун-
ке. В статическом случае имеет место равен-
ство f f1 2 0+ = , и поэтому c y y fb w0 2−( ) = . 
Величина A0 11 12 22
1
2= − +( )−δ δ δ  представля-
ет собой статическую жесткость колесной 
пары. Три дифференциальных уравнения 
определяют динамические смещения коле-
са, середины оси колесной пары и буксы:
m
y
t
y y y yw
w
w a b a
d
d
2
2
22 12= − − + − +
δ δ
∆ ∆
( ) ( )
p0 F
nv t
lnn=−∞
+∞
∑ 




exp
i2pi 0 ;  (17)
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m
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d
2
2
12 11= − − −
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∆ ∆
( ) ( ) , 
∆ = −δ δ δ11 22 12
2 ;
m
y
tw
wd
d
2
2
+ m
y
ta
ad
d
2
2
+ m
y
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bd
d
2
2 =
= p0 F
nv t
lnn=−∞
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
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
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Исключая величины yb  и ya  из первого 
уравнения, получим единственное диффе-
ренциальное уравнение, которое помогает 
найти вертикальное смещение колеса yw  
и имеет ограниченное периодическое ре-
шение, если F0 1= . Решая это уравнение, 
фиксируем безразмерное вертикальное 
смещение колеса в следующем виде:
y
l
A
M
F N m
m D m
w m
m
= −
≠
∑0
0
0
0 00
(( ) )
( ) (( ) )
ω
ω ω
2
2 2
exp
i2pimv t
l
0




 ,  (18)
M
m l
EJa
0
0
3
= , ω
pi
0
0=
2 v
l
, 
N m m c m ma b a b( )ω δ ω ω
2
11 0
1 2 41= − +( ) +− ∆ ;
D
m m m
m
w a b( )ω
ω2
4
0
1= +
∆
–
−
+( ) +( )−m m m m m c
m
a w b w bδ δ ω11 22 0
1 2
0
.
Если изгибная жесткость оси колесной 
пары EJa  обращается в бесконечность, 
то четыре упругих коэффициента δ11 , 
δ δ12 21=  и δ22 , а также величина ∅ стано-
вятся равными нулю. При этом статическая 
жесткость колесной пары A0  обращается 
в бесконечность, а вся неподрессоренная 
масса представляется одним твердым те-
лом. И тогда величины N( )w2  и D( )w2  
становятся равными единице.
Уравнение ω ω2 2 0D( ) =  имеет три корня. 
Если ω2 0= , то снова N( )ω2 1=  и D( )ω2 1= , 
а равенство (18) переходит в равенство, 
представляющее колесную пару в виде од-
ной массы. Таким образом, нулевой корень 
соответствует симметричным колебаниям 
колесной пары как твердого тела. В этом 
случае ее ось представляет собой горизон-
тальную прямую, которая показана в вер-
хней части рис. 7. Два ненулевых корня 
определяют две частоты f1 и f 2  свободных 
гармонических колебаний гибкой колесной 
пары, связанной с буксами.
Пусть a b= 2 , A0
83 10= × Н/м, mw = 400
кг, ma = 200 кг, mb = 300 кг и m0 = mw +ma +
mb = 900  кг. Тогда обе величины 
f1 133=  
Гц и f 2 566=  Гц хорошо согласуются 
со значениями, полученными эксперимен-
тально или, например, при помощи расче-
та собственных колебаний упругой коле-
сной пары методом конечных элементов. 
Приравняв к нулю коэффициенты Fn  
в правых частях дифференциальных урав-
нений (17), делаем систему трех дифферен-
циальных уравнений однородной и опре-
деляем с ее помощью свободные гармони-
ческие колебания связанной с буксами 
колесной пары.
Две моды собственных колебаний гиб-
кой колесной пары соответствуют упомя-
нутым частотам f1  и f 2 . Эти моды также 
присутствуют на рис. 5. В средней его части 
изображена мода, относящаяся к низшей 
частоте f1 , а в нижней части – мода, от-
вечающая высшей частоте f 2 . В обоих 
случаях две кривые, являющиеся зеркаль-
ным отображением друг друга, иллюстри-
руют положения оси симметрии колесной 
пары, находящиеся в противофазе. Черные 
кружки отмечают положения упомянутых 
выше масс.
Как показывает рис. 5, массы mw  и mb , 
соответствующие колесу и буксе, коле-
блются в противофазе.
Рис. 4. 
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В первом случае, относящемся к низ-
шей частоте собственных колебаний, мас-
са ma  в середине колесной пары, и масса 
колеса mw  находятся в одной и той же 
фазе. Два узла, симметричных относитель-
но середины колесной пары, расположены 
вблизи колес. Поэтому колебания колес 
малы по сравнению с колебаниями букс 
и середины оси колесной пары. То есть 
колебания колес не существенны.
Во втором случае, относящемся к высшей 
частоте собственных колебаний, масса ma  
и масса колеса mw  колеблются в противофа-
зе, а ось симметрии колесной пары имеет 
четыре узла, симметрично расположенных 
между массами mb , mw  и ma . И колебания 
всех масс одинаково существенны.
Вынужденные симметричные колеба-
ния гибкой колесной пары состоят из трех 
частей. Первая – это поступательные ко-
лебания недеформируемой колесной пары. 
Две описанных ранее моды являются вто-
рой и третьей частями.
Сопоставим вертикальные смещения 
колеса и рельса. Учитывая упругое стати-
ческое приближение колеса к рельсу, по-
лучим равенство yw = + −y y v t t0 0( , ) χ . 
Разделим все члены полученного равенст-
ва на шаг шпал l. Принимая во внимание 
ряды Фурье (3), (9), (10), (14), (18) и соби-
рая в левой части все слагаемые последне-
го равенства, содержащие Fn , получим 
следующее бесконечное множество алге-
браических уравнений:
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Здесь ∆ 0 1( ) = . Иначе ∆ m Lk−( ) = 0 .
Полученные ранее уравнения содержат 
неизвестные коэффициенты Fn . Второе 
слагаемое в правой части каждого уравне-
ния (19) учитывает нелинейные эффекты. 
Различные гармоники могут взаимодейст-
вовать друг с другом благодаря этому сла-
гаемому. Исключая второе слагаемое, 
подсчитаем безразмерные коэффициенты 
Fn . Далее определим начальное (положи-
тельное) давление p  при помощи равен-
ства (7), а затем вычислим безразмерные 
коэффициенты Pn  при помощи второго 
равенства (8). Подставляя найденные ве-
личины в правую часть равенства (19), 
получим уточненные значения безразмер-
ных коэффициентов Fn  и давления p . 
Если давление p  оказывается отрицатель-
ным, то представленный расчет теряет 
смысл. Этот случай соответствует потере 
контакта колеса с рельсом.
РаСЧЕТЫ
Следующие параметры железнодорож-
ного пути выбраны для вычислений: EJ = 
6,41×106 Нм 2, ρ 0 = 60,3 кг/м, up = 133×106 
Н/м 2, rp= 46×103 Нс/м 2, ρ1 = 300 кг/м, ub= 
41.7×106 Н/м 2,  rb = 58×103 Нс/м 2. Статиче-
ская нагрузка на колесо p0  равна 90000 Н.
На рис. 6 представлены амплитуды, 
относящиеся к первым шестнадцати гар-
моникам периодически изменяющегося 
давления p  колеса на рельс. Эти ампли-
туды, зависящие от скорости поезда v0 , 
вычислены для радиуса колеса r0 = 0,5 м, 
амплитуды волны на поверхности катания 
рельса a0 = 0,05 мм и длины этой волны 
λ = 75 мм. Таким образом, безразмерное 
отношение L l= λ  = 8 является целым, 
а безразмерный параметр R r r= 0 1  = 0,18 
достаточно мал. Однако этот параметр 
может существенно влиять на гармоники 
высокого порядка. Вычисления выполне-
ны для скорости поезда v0  от нуля 
до 200 км/ч.
Кривые в верхней и средней частях рис. 6 
относятся к периодической модели желез-
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нодорожного пути, показанной на рис. 2. 
Последовательные колесные пары, пред-
ставленные на рис. 4, удалены друг от друга 
соответственно на расстояния 60 и 120 м. 
Кривые 1 как в верней, так и средней частях 
рисунка изображают амплитуду восьмой 
гармоники, частота которой равна частоте 
прохождения волн на поверхности катания 
рельса. Обе кривые 2 изображают амплиту-
ду шестнадцатой гармоники, частота кото-
рой равна удвоенной частоте прохождения 
волн на поверхности катания рельса. Нако-
нец, кривые 3 показывают амплитуду пер-
вой гармоники, частота которой равна ча-
стоте прохождения шпал.
Все кривые в верхней части рис.6 тожде-
ственны тем же самым кривым в средней 
его части. Следовательно, вид этих кривых 
не зависит от расстояния между последо-
вательными колесными парами. Если такое 
расстояние равно 60 м, то взаимодействие 
колесных пар пренебрежимо мало, а ка-
ждая из пар в последовательности может 
рассматриваться как единственная.
При рассматриваемых высокочастот-
ных колебаниях длина бегущих изгибных 
волн в рельсе имеет порядок 1 м. Для до-
статочно точного описания изгиба под 
действием бесконечного ряда движущихся 
колесных пар примем в расчет волны 
от 0,05 до 60 м (14). Это требует суммиро-
вания 2400 членов ряда.
При наибольшей скорости движения 
поезда, равной 200 км/ч, частота прохожде-
ния волн на поверхности катания рельса 
с длиной 75 мм будет 741 Гц и она превос-
ходит частоту собственных колебаний (566 
Гц) второй симметричной изгибной моды 
колесной пары. Частота прохождения волн 
на поверхности катания рельса совпадает 
с частотами f1  и f 2  свободных колебаний 
колесной пары при скорости поезда 36 
и 154 км/ч. На кривых 1 имеются заметные 
особенности, соответствующие этим ско-
ростям. Однако около скорости 36 км/ч 
отсутствуют значительные изменения 
в кривых, и это обстоятельство согласуется 
с предшествующим исследованием первой 
моды изгибных собственных колебаний 
колесной пары. Изменения около скорости 
154 км/ч более значительны. В этом режи-
ме сильно колеблющиеся буксы и ось ко-
лесной пары действуют на колеса как ди-
намический гаситель колебаний. При 
скорости менее 36 км/ч изгиб оси колесной 
пары не имеет особого значения, а коле-
сная пара может рассматриваться как 
твердое тело. При скорости движения более 
36 км/ч тот же изгиб существенно влияет 
на взаимодействие колеса и рельса с вол-
нами на поверхности катания.
Кривые 2 представляют амплитуды 
колебания силы взаимодействия колеса 
и рельса с частотой, равной удвоенной 
частоте колебаний, представленных кри-
выми 1. Поэтому аналогичные особенности 
кривых 2 соответствуют вдвое меньшим 
скоростям движения 18 и 77 км/ч. Приве-
денные выше расчеты показывают, что 
колебания средней части оси колесной 
пары существенно влияют на взаимодей-
ствие колеса и рельса. Это оправдывает 
представление неподрессоренной массы 
при помощи пяти сосредоточенных масс.
На кривых в верхней и средней частях 
рис. 6 наблюдаются многочисленные 
острые пики, располагающиеся во всем 
диапазоне скоростей движения поезда. 
Первый из них находится на кривой 3 и со-
ответствует скорости 23 км/ч. Причина 
появления большого числа пиков заклю-
чается во взаимном влиянии частоты про-
хождения шпал и частоты волн на повер-
хности катания рельсов. Всплески появля-
ются, если одно из кратных подобным двум 
частотам или сумма двух таких кратных 
совпадают с какой-либо резонансной ча-
стотой механической системы. Пики отме-
чают скорости, при которых могут возник-
нуть неустойчивость вертикальных коле-
баний колесной пары [см. 13,14] и потеря 
контакта между колесом и рельсом с по-
следующим ударом. В этом случае возмо-
жен рост волнообразного износа рельсов.
Рис. 5.
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С целью сравнения двух моделей же-
лезнодорожного пути: с периодической 
поддержкой рельсов шпалами и поддер-
жкой их однородным упругим основани-
ем [1,15] вторая модель также исследо-
вана. Вычисления, выполненные с те-
ми же параметрами пути, представлены 
в нижней части рис.6. Кривые 1 и 2 
имеют тот же смысл. Для устранения 
взаимодействия последовательных ко-
лесных пар через рельсы, опирающиеся 
на однородное упругое основание, рас-
стояние между ними принято равным 
600 м. Оно в десять раз больше расстоя-
ния, принятого при расчете периодиче-
ской модели железнодорожного пути. 
Это различие можно объяснить тем, что 
каждая шпала демпфирует волны в рель-
сах и расщепляет их на прямую и обрат-
ную волну. Соседние шпалы снова дем-
пфируют и расщепляют эти волны и т. д. 
Поэтому периодический путь гасит 
волны в рельсах быстрее, чем путь с од-
нородным упругим основанием. По-ви-
димому, тем объясняется и сохранение 
периодического железнодорожного пути 
в течение столетий.
Отмеченные особенности кривых 1 и 2 
в верхней и средней частях рис. 6 наблю-
даются и в условиях однородного упруго-
го основания пути. Однако острые пики 
тут отсутствуют. Таким образом, появле-
ние пиков связано с периодической 
структурой железнодорожного пути. 
Кривые 1, соответствующие частоте про-
хождения волн на поверхности катания 
рельса, выглядят почти одинаково как 
в варианте периодической, так и одно-
родной модели пути. Исключение состав-
ляют два острых пика в первом случае. 
Кривые 2 при удвоенной частоте прохо-
ждения волн выглядят различно, по-
скольку периодическая модель пути 
способствует появлению гармоник выс-
шего порядка.
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iNteRactioN BetWeeN FlexiBle Wheel-set aNd coRRugated Rails
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Railway track represents a periodic structure. In the 
presence of short-pitch rail corrugation, a wheel 
moving at high speed induces the vibrations whose 
frequency is greater than the frequency of the second 
symmetric flexural mode of a wheel-set. Therefore, 
the wheel-set cannot be regarded as a rigid body. In 
this study, the wheel-set is modeled by means of five 
lumped masses connected to a weightless flexible axle. 
These masses correspond to the boxes, to the wheels 
and to the wheel-set axle. Contact deformation due to 
a periodic contact force between the wheel and the 
rail causes an approach of the wheel centre to the rail 
centre-line. This approach is calculated by means of 
non-linear contact mechanics. The periodically varying 
curvature of the rail vertical profile causes periodic 
variation in the wheel-rail contact stiffness whose 
period equals the corrugation length. The above force 
is determined by means of Fourier series.
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